EQUATIONS ET PROBLEMES DIFFERENTIELS

A.Y.LeRoux, Université Bordeaux 1

1 Le Probleme théorique

On considére un intervalle réel I = [zq, zg + al, avec g € R, a > 0 et on introduit une fonction
f définie sur I x R", a valeurs dans R". On cherche une fonction y définie sur I, a valeurs dans R",
admettant un e dérivée y’, et telle que, pour tout = € I, I’équation différentielle

y'(z) = [(z,y(z)) (1.1)

soit vérifiée. Cette fonction y est appelée une solution, quelquefois une intégrale, de 1’équation
différentielle (1.1).

La donnée de f est en fait la donnée de n fonctions f;, que I'on supposera continues sur I x R" et
a valeurs dans R. La solution y correspond donc aussi a n fonctions y; € C*(R). (1.1) correspond
ainsi a un systeme différentiels de n équations

vi(z) = filz,p1(2), ya(2), -..yn(z)) .

Les équations précédentes sont dites du premier ordre, car seules des dérivées d’ordre un intervien-
nent. Dans le cas général, on aurait a 'ordre p, (p entier) le systeme suivant d’équations

yI(z) = f (¢, ...,y (1.2)

ou y est toujours définie sur I x R", a valeurs dans R". On peut se ramener a un systeme d’ordre
un en posant successivement

n=y, 22=Y, ..zp= (y(p_l),

pour obtenir le systeme de np équations

21 = 22
zh = z3
o
Zp—l - Zp
"
z, = [ 2, 21,22, .0, 2p).

On appelle condition de Cauchy la donnée d’une valeur y, € R” telle que

y(zo) = yo (1.3)
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Pour une équation, d’ordre p, compte tenu de son écriture sous la forme d’un systeme du premier
ordre, cette condition correspond a la donnée de (yo, yg, - y(()p_l)) € R™, soit la valaur de y et
de ses p — 1 dérivées en zg. On va montrer que, moyennant une condition de régularité sur f, le
probleme, dit probleme de Cauchy, constitué de I’équation différentielle (1.1) et de la condition
de Cauchy (1.3) admet une solution unique.

On note |.| une norme sur R”, £ = C'(I; R"), muni de la norme uniforme

lull = sup |u(z)|
el
Rappelons que £, muni de cette norme est un espace de Banach.

Définition 1.1 Une fonction f est Lipschitzienne en y sur I x R" lorsque
3L >0Veel, VyVz |f(z,y) — f(z,2)| < |y — #| (1.4)

La constante I est appelée constante de Lipschitz.

Théoréme 1.2 Si f vérifie la condition de Lipschitz (1.4), le probleme de Cauchy (1.1) (1.3)
admet une solution unique y € C'(1; R").

Démonstration. En intégrant (1.1) entre z et =, on obtient

o) = w0+ [ J(Ew(©) de (15)

Réciproquement, si y € C'*(I; R"), on retrouve bien (1.1), en dérivant, et (1.3) en faisant = = x.
Ainsi (1.5) caractérise la solution du probleme de Cauchy (1.1) (1.3) et on s’intéresse donc a y
vérifiant (1.5).

On pose, pour u € F,

o)) = yo + [ J(Eul©)) de . (1.6)
On définit ainsi une application ® de F dans E, et la fonction y cherchée est solution de
y = ®(y). (1.7)

Il reste a résoudre (1.7). Pour cela, on utilise le Lemme suivant, que I'on démontre ensuite.

Lemme 1.3 Soit £ un espace de Banach, ® une application de F dans E telle que, pour au moins
un entier p son itérée ®F soit une contraction, c’est a dire

de e [0,1[Vu,v € E ||9P(u) — ®P(v)| < |lu—v], (1.8)

alors (1.7) admet une solution unique y € .

Soit u,v € E. On pose u, = ®?(u), v, = ®?(v). On obtient successivement

ur(z) —oi(2)] <

| e u©) - s, ve))de

0
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L[ (&) — vl de

Supposons que 'on ait
tpe1(2) = vps(@)] < 1770

alors

() = vyl < L[ () = v (O]

< L7 |lu— o /”‘“wdf < pr [ — ||
- ) (p — 1)’ - p’
Donc, pour tout entier p
L? a?
187 (u) — ®*(v)]| < o Ju =],
et pour p assez grand, on a bien
L? a?
c = ' <1,
p!

et ®F est bien une contraction, d’ou le théoreme en appliquant le lemme.

Démonstration du lemme.
Unicité : Si u vérifie u = ®(u), on aussi ®?(u) = u, et PP (u) = d(u).

Si u et v sont deux solutions, on a
D) — D(v)]| < |07+ (1) — &+ (v)] < cl[®(u) — ®(v)],
d’ott
(1=c) |®(u) —@(v)| <0,
et ®(u) = ®(v), c’est a dire u = v.
Existence : On se donne uy € F, et on construit u; = ®P(ug), uy = ®P(uy), .. Uy, = PP(Up_1).

Alors

g1 = wmll < elfum = vwmall < fltmay = sl <. < M lur = uo

et
[mtr = Umll < N[mar = Umar—r || + [Umpr—1 — Umgr—a|l + - + [[ur — wol|

cm

< M(PTTH AT et ) |lug — | < 1 ||y — uol| -

— C

Donc Hum+p — umH tend vers zéro lorsque m tend vers +oo. La suite (u,,) est de Cauchy dans F

donc converge. On note u sa limite, qui vérifie nécéssairement ®*(u) = u. Or

1P(u) —ul| < 07 (u) = &"(u)| < c]|P(u) —ull,



donc

(1=¢)[|®(u) —ul| <0,
et ®(u) = u, u est bien solution de (1.7).

Remarques. La condition de Lipschitz est assurée lorsque la fonction y — f(z,y) est continument
différentiable et les dérivées partielles bornées.

On peut facilement construire des contre exemples de non unicité lorsque cette condition n’est

2
pas remplie. Par exemple, le probleme de Cauchy suivant y’ = 3y3, y(0) = 0 admet (au moins) les
différentes solutions : y = 0, y = 2%, y = min(0,2°), y = max(0, 2°).

La méthode itérative qui a permis de construire la solution dans la démonstration précédente est
peu exploitable au niveau numérique.

2 La méthode d’Euler Cauchy

On se restreindra ici au cas n = 1, la généralisation a n > 2 étant triviale.

Soit N un entier, destiné a tendre vers I'infini. On pose h = %, ce qui correspond au pas de
discrétisation. On pose z,, = zg + nh, pour n = 1,2, ..N.

La méthode d’Euler Cauchy consiste a calculer successivement

Yo+l = Yn+h f(znyn),

yo donné

(2.1)
en considérant y, comme une approximation de y(z,), la valeur exacte de la solution au point z,,.
On note

€, =

Yn — y(xn)

I’erreur et ’analyse de la méthode consiste a estimer cette erreur e, en fonction de h. pour cela,
nous avons besoin de quelques outils et résultats préliminaires.

Définition 2.1 Soit g € C(I), § > 0. Le module de continuité de g est défini par

w 5 maxr — .
(5 9) &nellﬂﬁ g(n)l
§—nl<d

Proposition 2.2 Soit g € C(I). Le module de continuité w(4, g) tend vers 0 lorsque § tend vers 0.
Démonstration. La fonction ¢ est uniformément continue

pour tout € > 0, il existe dg > 0 tel
que ‘5 - 77‘ < by = ‘g(f) - g(n)‘ < ¢. Donc

Ve>0 360 >0 6 <dy = w(d;g) <e.

Lemme 2.3 (Gronwall) Soit (§,) une suite de réels positifs ou nuls, vérifiant

f’rz—}-lg (1‘|‘A)§n —I' B I

avec A>0, B>0.
Alors, pour tout n,

nA_l
A

fn § £0€nA + ‘

B .



Démonstration.On montre d’abord

1+A)7™ -1
& < (T+A)" & + %B
qui est vrai poir n = 1 par hypothese. Si on la suppose vraie pour n, alors
14+ A -1
Eipr < (14 A4) ((1+A)n§0 + %B) + B

1+ A"+ —1-A+A
A B

d’ott la formule de récurrence. On en déduit (2.3) en remarquant que (1 + A)" < em4

< (T+ A& +

On a un premier résultat de convergence.

Théoréme 2.4 Si f vérifie la condition de Lipschitz (1.4), on a l’estimation d’erreur

eL(xn—zo) -1
L

et la méthode d’Fuler Cauchy converge, c’est a dire

w(hs;y')

len] <

Maz |y, — y(x,)] — 0si N — o0 (h =

—0) .
0<n<N

a
N

Démonstration. La solution y vérifie

W) = ylan) + [T Y€ d = y(e) + b Sny(e) + e,

avec 1
Tn41 ‘En+1
o= 3 [T s - ) = 3 [T 0O - ) de
Donc
1 ntl -, !
ol < 5 [ WO -yl < 5 [ ety de < wihiy)
On a

enti = Yn —Y(2n) + A(f(2n,yn) = (@0, y(2n))) — h €,

donc, en utilisant la formulke de Lipschitz,
len1] < (14 AL) |en| + hw(h,y),
et en appliquant le Lemme de Gronwall, avec A = hlL et B = hw(h,y’), il vient

nhl

e 1
lea] < € e + Thw(h,y’),

d’ou le résultat sachant que eg = 0 et nh = x,, — xq.

Le résultat précédent est limité aux points de discrétisation. On définit la solution approchée comme
une fonction de C(I), par

yn—l—l — Yn
—

yn(z) = y, + r—x,) siz, <z <4

&4



Théoreme 2.5 La solution approchée y, tend vers la solution exacte y dans C(1I) lorsque h — 0.

Démonstration. Soit = € I, et n 'entier tel que z,, < x < x,41. Alors

lyn(z) — y(@)| < lyn(2) = Yol + [y — y(@a)| + |y(z,) — y(2)|

< Jyn(z) —yal + len] + w(h,y) .
Par ailleurs
|yh(x) - yn| < |yn+1—yn| <h |f($nayn)| .

< K) et on obtient

Comme y,, reste bornée, f(z,,y,) est bornée (‘f(:xn, Yn

yn(z) —y(z)] < A K + why) + w(hy),

d’ott
lyn —yll < h K 4+ w(h;y') + w(by),

qui tend vers zéro lorsque h tend vers zéro.

3 Majoration de l’erreur.



